






o Sia E uno spazio affine di dimensione n.
Cominciamo questo capitolo con l'importante nozione di "sottovarietà
differenziabile" di dimensione o < m< n.
Sostanzialmente, una sottovarietà F è un sottoinsieme di E, cara t
terizzato localmente dal fatto che certe funzioni coordinate di E 80-
no costanti.
Diamo, poi, degli esempi notevoli di sottovarietà differenziabili, come
i piani, le sfere, i cilindri, ecc ....
Concludiamo questo paragrafo con le nozioni di funzioni e curve coordi-
nate sulle sottovarietà.
1.2. l. DEFINIZIONE
Dicesi SOTTOVARIETA' DIFFERENZIABILE (di classe ek ) di E
Sleme F'-+ E, tale che, per ogni p e F esiste
l) un intorno aperto U di p in E,
un sottoin
2) un sistema di coordinate differenziabile (di classe ke ) su U
3) un intero m,
4) ed una (n-m)-pla
l n n
x : (x , •. ,X ) : U -+ V c IR
m+l n n-m
a-(a , ... ,a)elR
,
. -per CUl e
q e unF <,=;> xm+l (q) _ m+la , ... ,
Un tale sistema di coordinate Sl dice ADATTATO ad F.
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o
Posto U - UnF, l'applicazione biiettiva
o o l om l





V - x(U), si dice un SISTEMA DI COORDINATE O CARTA di F.
A vo lte indi che remo una carta
o o
di F con (U,x) al posto di ox.
1.2.2. DEFINIZIONE Sia F un sottoinsieme di E.





Sostanzialmente, cià vuol dire che ogni punto di F e anche punto
di E.
In seguito, indicheremo l'inclusione canonica con il simbolo -- al
posto di
1.2.3. PROPOSIZIONE Sia m l'intero della definizione 1.2.1 ..
l) Se m - n, a11 ora F è un aperto di E.
2) Se m - o, allora F e unione di punti isolati di E.
D. l). Se m = n, le condizioni su F S1 riducono ad affermare che ogni
p e F è contenuto in un intorno (,aperto) di E.
2). Se m = o, l'ultima condi zi one di 1. 2.1. affermare che se p e F
esiste un intorno U di p in F tale che UnF ={ p }
1.2.4. Diamo ora le nozioni di funzioni e curve coordinate di una sot
tovarietà, mediante un sistema di coordinate adattato ad F.
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DEFINIZIDNE Sia
adattato ad F .
l n n
x - (x , ... ,x ) : U ... IR un sistema di coordinate




: U ... IR om m, • . . , x - x /U o: U ... IR •
Si dicono CURVE COORDINATE di F le m applicazioni
o
: IR x U
o
-+ U, . . . , "x - x u
m m/lRxU
o U
: IRxU -+ U •






due carte di F
tali che " "U iìU # ~
et S •




X (U n U )
S et S
Ov )v.)
: x (unu ) -+ X (U nu )
et et S et et ~







_. ----- L ~
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D. I seguenti diag 'ammi (love, per semplicità, abbiamo fatto varie omlS-
sioni di simboli ed alusi ai linguaggio) sono commutativi
o o o m m (n-m)




o o o m m (n-m)
x (U lì U\c IR -+ IR xlR -+ E
a" a ,,'l''' ~.1(",
IRmxR(n-m)
F
o () o m






o o o m
x (U n U )c IR
"" a
Inoltre, in Clascun diagramma i due 'cateti" sono applicazioni biiettive




Le applicazioni xa o x"







, che sono l'una inversa dell 'al










Si osservi anche che le applicazioni o-lx
"
ri sulteranno
differenziabili, ma ancora non è stata introdotta la differenziabilità sulle
sottovari età.
Dunque, esiste un ricoprimento di F, cos ti tuito da aperti (ne11 a
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topologia indotta) ed una famiglia di carte oX
et
: 11 -7 IRm
et
•
La famiglia {U , ~} è detta un ATLANTE di
et et
F.
1.2.6. Diamo ora alcuni esempi di sottovarietà.
l) SFERA.
o € E. Sia
Sia E
+R € IR •
uno spazio affine euclideo di dimensione 3. Si a
Consideriamo il sottoinsieme F di E costituito da una sfera di ra.9.
g10 R e centro o, ossia
F {p € E / IIp-ol:; R } •
Facciamo vedere che F è una sottovarietà di E. Consideriamo
un punto P € F e dimostriamo l'esistenza di un sistema adattato.
Sia(r,e,~) un sistema di coordinate sferico su E, tale che il semipi~
no ~; o non contenga p. Come intorno di p € F, consideriamo tutto lo
spazio escluso il semipiano "'; o. Tutti e soli i punti che stanno sulla
superficie sferica (tranne quelli della semicirconferenza del semipiano
f; o) sono caratterizzati da r; R.
Allora, il sistema di coordinate indotto da (r,e,~) è











2) CILINDRO. Sia E uno spazlo affine euclideo di dimensione 3.
- +Sia o € E e u € E un versore. Sia R € ~ .
Consideriamo il settoinsieme F di E
dove 2 2p (p) ; (p-o) - [ (p-o)
_ 2
. u] .
Facciamo vedere che F è una sottovarietà di E. Consideriamo
un punto p € F e dimostriamo l'esistenza di un sistema adattato.
ca.
Allora, il sistema di coordinate
indotto da (p''f' z) è ('\', z) ri-









: ~, t'. ,
- -I.",
,





Sia(p,'f, z) un sistema di coordinate sferico su E, tale che ilseml-
piano 9 ; o non contenga p. Come intorno di p € F, consideriamo tutto
lo spazio escluso il semipiano ~; o. Tutti e soli i punti che stanno
sulla superficie cilindrica (tranne quelli della semi retta appartenente
al semipiano 'f; o) sono caratteriz-
za ti da p - R.
3) CONO(SENZA VERTICE). Sia E uno spazio affine euclideo di dimensio
ne 3.
-Sia o € E. Sia u un versore di E. Sia o < a < TI • Si consideri
l 'app l i cazi one
6:E-o +~
data da 6 : p >-> arcos (p-o)' u
IIp-oll •
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Consideriamo il sottoinsieme F di E
F - (p e E / p ~ o , e(p) = ex} .
Facciamo vedere che F è una sottovarietà di E. Consideriamo
un punto p e F e dimostriamo l'esistenza di un sistema adattato.
Sia (r,e,f) un sistema di coordinate sferico su E, tale che il semi
pi ano '\' = o non contenga p. Come i ntorno di p e F cons ideri amo tut
to lo spazio èscluso il semipiano 'f = o. Tutti e soli i punti che sta!!.
no ;ulla superficie del cono (tranne quelli della semi retta appartenente
al semipiano f = o) sono caratterizzati da e = ex.
Allora, i l sistema di
-------
-
Si può dimostrare che F'= UU (o)
(ossia il cono con il vertice)non è una
sottovarietà di E.
coordinate indotto da (r e,,\,) è (r,'f) ristretto










1.2.7. La seguente proposizione permette di vedere ogni sottospazio af
fine, come una sottovarietà.
PROPOSIZIONE. Sia F c E un sottospazio affine (di dimensione
o ~ m ~ n) di E.
Allora, F è una sottovarietà.
D. Sia -F c -E •e Sla - - -F una base di -F •e Sla
o e F.
-Sappiamo (0.1.12.) che ogni base di F può essere completata ln modo
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-da ottenere una base di E
- - - - -B - {v1, ... ,v,v l' ... 'v l c E .m m+ n
Allora, considerato il sistema di coordinate cartesiano su E, gene-





l punti di F sono tutti e soli i punti tali che
•••
n
x (p) - o
( l e m+ l na , ... , a sono tutte nulle e quindi costanti) •
Dunque, un sistema di coordinate adattato ad F, indotto dal siste-
ma di coordi.nate su E, è quello generato da o e F e dalla base
- -{ 1/1, ... ,vml c -F.
-
Dunque, se dimE=3, i piani e le rette di E sono sue sottovarietà.
, è
I
•,
,
-
"
